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1. POSE DU PROBLEME.
NOTATIONS ET HYPOTHRESES

Nous nous proposons d’étudier certains mouvements d’une structure
thermoélastique dont les points ne peuvent se déplacer que paralléle-
ment 4 une direction fixe 4. En vue d’aboutir a des formules traduisibles
en écriture matricielle, particuliérement commode dans les applications
en raison des possibilités qu’elle offre pour les calculs exacts ou approchés,
nous regarderons cette structure comme un édifice de points matériels
P, en nombre d’abord fini n, échangeant entre eux des actions élastiques,
visqueuses et thermiques. Un passage a la limite tout a fait classique
permettra ensuite, si nécessaire, de remplacer les équations différentielles
matricielles obtenues par les équations aux dérivées partielles dont elles
constituent pour z fini une traduction approchée.

Chaque point P; est caractérisé par sa cote Z; parallelement a 4 et
sa température absolue @;. Un certain nombre de ces points, dont nous
dirons qu’ils sont du type 4 et qu’ils constituent I’“embase” de la structure,
sont fixes et maintenus a des températures constantes © 4. D’autres,
dont nous dirons qu’ils sont du type B et qu'ils constituent le “‘revéte-
ment”’ de la structure, sont libres, mais regoivent de I'extérieur un flux
unitaire de chaleur Qp lié a leur température @p par une relation im-
posée Qp = #p(Op). La structure peut en outre étre soumise, aux
points B, a des charges ITy constantes ou lentement variables.

Tel serait, par exemple, le cas d’'une aile d’avion en vol supersonique
(Fig. 1): les points du type A seraient ceux de I'emplanture; les points

Couche limite

Emplanture Revétement
Fic. 1
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du type B seraient ceux de l'intrados et de I'extrados soumis au vent
relatif ; ce dernier leur applique des charges ITg et leur apporte des flux de
chaleur Qg = hg (Ty — Op), Ty étant la température athermane que
le courant d’air tend a4 imposer au revétement et iy le coefficient de
transmission par convection de la couche limite.

Pour simplifier I'exposé, nous admettrons qu’il existe un seul point du
type A et un seul du type B; ce seront respectivement les points P, et
Py. Quant aux autres points de la structure, ils seront, sauf spécification
contraire, libres, non chargés et thermiquement isolés de 'extérieur.

2. LA PREMIERE EQUATION

Le principe général de lamécanique, appliqué aupoint Pi(i = 1,2, ... n),
donne I'équation:

Mtzi = _; Kfj(Zi — Zj — lj:) — zFij(Zi —_ Zj) + II; (1)
F)

M; étant la masse de Py, Ky; le coefficient caractérisant 1’action élastique
entre P; et Pj, [; la valeur de Z; — Z; correspondant 4 une action nulle
(li est I'“écart neutre dans le sens ji”’), Fy; le coeflicient caractérisant
I'action visqueuse entre P; et P, IT; la charge extérieure (nulle pour ¢ # #).
L’indice j prend, en principe, toutes les valeurs de zéro a n; toutefois Kj;
et Fy;, nuls pour j =4, ne sont, en général, différents de zéro que pour
un nombre limité de valeurs de j encadrant la valeur 7 (correspondant a une
“zone d'influence” localisée au voisinage immédiat de F;); il est 4 noter
que ces coefficients, lorsqu’ils ne sont pas nuls, ne sont pas forcément
positifs bien que le potentiel élastique a températures constantes et la
fonction dissipative, calculés pour 'ensemble de la structure, le soient
nécessairement; on a d’autre part:

Kn=Ky; Fu=Fy; Iy= -l

3. DEUX EXEMPLES SIMPLES

Par exemple, pour un barreau rectiligne AB fixé en A et soumis en
B a une charge IT s’exergant dans la direction AB (Fig. 2), on aurait, en
décomposant le barreau non chargé en n parties égales a & par les points

de subdivision P, (alias A), P,, . . . P;, . . . P, (alias B) et comptant
les Z a partir de 4 positivement vers B:
M; = (pS)ih
K — (1/2B)[(ES) + (ES);] st i—j=+1
=10 si i—j#+1
+h si i—j=+1
l}( = —h si 1 —] = —1
0 si i—j#+1

(pS)i : masse spécifique linéaire au point P;
(ES) : module de traction—compression au point FP;
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de telle sorte que (1) soit la traduction approchée de I'équation aux
dérivées partielles (la viscosité étant négligée):
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Fic. 2. Mouvement longitudinal d’un barreau chargé axialement

Pour un barreau rectiligne 4B encastré en A et soumis en B i une
charge IT s’exergant dans la direction 4 perpendiculaire 3 AB (Fig. 3),

T
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Fic. 3. Flexion d'un barreau chargé perpendiculairement a son axe

on aurait, en prenant la méme décomposition que ci-dessus (les deux
premiers points, limitant un premier trongon encastré, appartiennent au
type A) et comptant les Z a partir de la position non chargée Ax:
M; = (pS)h
(W) ((Biy + (Biy) s i—j= 1
Ky = | —(120)((Ei) + (Biy) si i—j= +2
0 si i—j# 41,42
ly=10
(Ei); : module de flexion au point P;
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de telle sorte que (1) soit la traduction approchée de 1’équation aux
dérivées partielles (en négligeant la viscosité):
0z o2 oz
L L
ot ox? dx?
4. LA DEUXIEME EQUATION

Revenons au cas général. Le bilan thermique effectué pour le point
P; fournit une seconde équation:

01 = — S apoi(Zs — Zy) + § 2 anFii(Zi — Z3)* — 38061 — 6y) + Qi

i j i )
¢; étant la chaleur spécifique a4 volume constant de la masse M,
—ai;d (Z; — Z;) la chaleur produite réversiblement par la déformation
d(Zi — Zj), oy la part de cette chaleur que regoit P,, oi; la conduc-

tance thermique entre P; et P;, Qi le flux unitaire de chaleur apporté
de P'extérieur (nul pour 7 5 z); on a:

o = —0ij; ogy = 1 — oy 85 = 8y

5. LES COEFFICIENTS ¢

Avant d’aller plus loin, montrons que I'existence d'un potentiel thermo-
¢lastique V' associé a la déformation (en I'absence de viscosité et de
conductivité) permet d’exprimer «jioi; 4 'aide de certains éléments de
I’équation (1). On a, en vertu des principes de la thermodynamique:

dV =2 {2 Ki(Zi — Z; — ) dZy — S d@s} 3)
i 1j
S; étant 'entropie au point P; définie par
1 .
dSi — @; {Z oji Oy d(Zf — Zj)} (4)

i
Ecrivons (9%V)/(20;0Z;) = (22V)/(8Z;66;) pour i +# j; il vient:

sy _ o
©; o 06,

S kuzs 2t =t k=010 @
k
en représentant par &;; 'expression du second membre.
0 p
(én = =5 [Kn(Zs — Zi — I)] (59
i
si 'on admet, comme il semble normal de le faire, que K et [ ne
dépendent que de O; et de ;).

On a donc:

wioy = O (1 #J) (6)
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On trouverait de méme, en écrivant (921)/(86; 8Z;) = (2*V)/(8Z; 06,):

1 2
- z ooy = 5 [Z Kol % — Zjp = lm)] = B

d’out la propriété: &y = —2 &ji.
j
Reprenons, par exemple, le cas du barreau chargé axialement; nous
aurons d’aprés (5'):
&i=0 pour £ £j —1, 5, i+ 1;

& [(ES)i— + (ES);
f}.j*l = a@j : [ 2; wi (ZJ - Zj—l _IJ—IJ)
Y <,

Si nous admettons—comme il semble permis de le faire ici—que le
module ES en un point ne dépend que de la température en ce point
et que I'écart neutre /;_, ; ne dépend que de la moyenne des tempéra-
tures ©;_; et O, il vient simplement:

. _Zi— 7 [a(ES)H  (BS), + (BS), ] 14(ES),
L 2h 00;_, 2 2 90;_,

)

e étant le coefficient de dilatation linéaire du matériau, supposé le méme
en tout point:

1 a_,;
o i j—=1.7

l!'J'—l-.‘f 3@:‘_1-1
avec @;_, ; = (0;,_, + 0,)/2; de méme:

P Ziy — 2 [3(ES)J+1 _ (ES); + (ES)js ‘J
1T T | ey, 2
1 9(ES)j+,
+37%6;,, ®)
d’ou:
Zjor — Z; 4ES)
fﬁ — _(fj—l.j <= §j+1.j) = % =1, a@jj
4+ (Zs11 — ZH)(ES); + (ES)jsa] — (Z5 — Z;-)[(ES)s-1 + (ES)J]E )

4h

toutes expressions qui ont un sens physique bien précis.



Representation d'un systéme thermoélastique vibrant 241

6. PETITS MOUVEMENTS AUTOUR
D'UN ETAT ETABLI

Comme application des formules (1) et (2), nous nous proposons
d’étudier les petits mouvements de la structure autour de son état
d’équilibre a4 charge Iy constante, ou autour d’'un mouvement moyen
trés lent provoqué, par exemple, par une variation suffisamment lente
de HB.

Commengons par définir I'état d’équilibre ou le mouvement moyen
que nous appellerons d’une fagon générale I'““état établi” et dont nous
désignerons les parametres par Z;*, @;* (i =1, 2,...n). Il résulte des
équations (1) et (2) dans lesquelles nous avons, par hypothése, le droit
de négliger toutes les dérivées des parameétres par rapport au temps:

> Kiy(Zi* — Z* — Iy) = I =143 cochi
i II; = 0 pouri # n,

11, = II; donné (10)
2. 8i1(0* — ;%) = Oy Q:; = Opouri #n,
: Qn o g‘—B(@n*)

On tire aisément du systéme (10) les 2z inconnues Z;*, @;*; les Z;* sont
soit des constantes, soit des fonctions trés lentes du temps, selon que
ITp l'est lui-méme: les @;* sont des constantes.

Posons alors:

Zi = Zi* + = 6; = O* + 0
et admettons:

(a) que les variations des Z* soient assez lentes pour que les dérivées
des Z* par rapport au temps soient toujours négligeables vis-a-vis des
dérivées de méme rang des z,

(b) que les = et les # soient assez petits pour qu’on puisse négliger
leurs carrés et leurs produits,

(c) que les différences Z; — Z; intervenant dans les équations restent
toujours assez faibles (cf. la remarque sur I'action “localisée”) pour qu’on
puisse négliger leurs carrés et leurs produits par les variables 6.

Le systtme (1) — (2) devient, compte tenu des relations (5), (6) et
(10):

Mz + ?Ff;(z'i — %)+ z K,;j(zi . Zj) -+ % &ty = 0
i

1= 1,20 cam

0, 8::(6; — 0 O;* 5 — 25) = qi
CH-FjZU(i 7)) + thfﬂ(zi %) =4q L)

~

gi = Opouri #n
gn = _keﬂ,[k = e

d*gﬂ(en*)]
- de,

les valeurs de tous les coefficients étant celles de ’état établi (ce sont
des fonctions des Zi*, 0;*).

16
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7. FORME MATRICIELLE DES EQUATIONS

(11) est maintenant un systéme linéaire que l'on puet mettre sous la
forme matricielle:

Mi+Fi+Ket €0=0

12
— O 4+ 30 =0 J e
avec:
-Ml 0 -EFU _FIZ
M=10 M, F=|-F, ZFy
i
—?Klj "Klz _*%:fh 512
K=|—-K,, ,?Kzf E=|éxn _‘.g.gh ’
[6,* 0 e, 0
% — |0 Q,* e=10 & ;
-12811 “812
S = *312 %821
23n1+h
A J

Parmi les matrices figurant dans (12), certaines M, @*, ¢ sont diagonales
a éléments tous positifs; d’autres F, K, 8 sont symétriques et hermitiennes,
c’est-a-dire telles que les formes XrX, XKX, X5X soient définies
positives; la derni¢re ¢ est quelconque

(fff = "‘@;;d—ﬁéjf

Remarquons que, dans un cas d’équilibre (ITz = C*), les matrices K,
8 et ¢ pourraient se déduire de ‘“coefficients d’influence généralisés”
%, 6 représentant les quantités dont I'équilibre thermoélastique serait
modifié par I'application de charges unitaires et de flux de chaleur uni-
taires successivement en chaque point P;; on aurait, en effet, d’aprés

(12): )
[’g{ﬁ]x[ﬁ‘g]:m

dont il serait possible (au moins théoriquement!) de tirer K, 8 et £
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Les systemes (11) ou (12), munis éventuellement de seconds membres
donués, permettent de résoudre n’'importe quel probléme de perturbation
mécanique ou thermique subie par la structure et justiciable de
I'approximation linéaire.

8. LA FORME NORMALISEE

Grice a un changement de variables appropri¢, on peut donner au
systéme matriciel (12) une forme normalisée particuliérement importante
pour les applications. Désignons par « une matrice carrée d’ordre n
telle que les deux matrices

iMa = et K+ 10| =y

soient simultanément diagonales. Cette matrice « a une significations
physique simple: ses colonnes définissent les formes propres de vibration
de la structure supposée dépourvue de viscosité et de conductivité
(F =38 =0). Si I'on effectue le changement de variables

3= or 0 = c1@*Ea(r + s) (13)
le systeme (12) devient:

pi + Bf +yr +ds =0 (14)
dir +s5) + e =0
avec:
B = ala, d = aéc1O*fa, e = L8 10%fy
Sous la forme (14), on voit immédiatement que les petits mouvements
libres de la structure sont régis par un potentiel thermoélastique V(r, s)
et une fonction de dissipation D (#, 5):

v =@ gl = iem s

Ils sont donc toujours amortis sauf dans les deux cas limites 8 = 0,
e = 0 (structure non visqueuse et parfaitement conductrice), B = (0,
e = o (structure non visqueuse et non conductrice).

9. SEPARATION DES VARIABLES
MECANIQUES ET THERMIQUES

Ces résultats sont bien connus. On peut les retrouver rapidement en
raisonnant directement sur le systéme (12) pour peu que 'on se contente
d’'une approximation d’ailleurs tout 4 fait admissible. Eliminons, en
effet, 8 entre les deux équations (12); il vient:

Mz + Fi 4 (K + £c10%)2 4 &8¢ (ME+ Fz+ Kz) =0
(15)
En raison de la petitesse des coefficients &, il est légitime en pratique
de négliger éc1@*f devant K (se reporter par exemple aux formules
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(8) et (9) relatives au cas du barreau chargé axialement). On remplace
ainsi 'équation “‘exacte” (15) par I'équation approchée
M3 + F3 + Kg + AMz + F2 + Kz) =0 (16)

avec A = &c 186
Les variables sont maintenant séparées. Si 'on pose:

Mz + Fz + Kz = —¢EU (17)
U est donné par I'équation linéaire sans second membre
U4+ 38U=0 (18)

puis = par I’équation linéaire (17) ol le second membre est connu.

La résolution est donc immédiate et il est bien visible que le systéme
est amorti. Le rapprochement des équations (17), (18) et (12) montre
que U n’est autre que @ et que I'approximation revient en définitive a
négliger le terme en £ dans la deuxiéme équation (12).

10. CAS DU FLUAGE —
FLUAGE DANS LA DIRECTION DE LA VIBRATION —
SCHEMA REPRESENTATIF ET HYPOTHESES

Envisageons maintenant le cas ol, sous l'influence d’une charge ITp
excessive ou d’une élévation excessive de la température athermane T,
certaines parties de la structure se mettent a fluer. Nous nous représen-
terons le fluage comme se produisant, non entre certains points P; et Pj,
mais par dédoublement de certains points P; dont nous dirons qu'ils
appartiennent au tvpe C. Nous dirons qu'il y a fluage dans la direction 4
de la vibration si chaque point P; du type C se divise en deux autres P;,
Pi tels que P; P; soit paralléle a 4. Nous nous limiterons a I'étude de ce
cas et, pour simplifier ’exposé, raisonnerons comme s'il existait un seul
point de ce type, le point P, dédoublé en P; et P; de masses respectives
M; — my et m; et de cotes respectives Z; et Y.

Nous ferons en outre les hypothéses suivantes:

(a) la distance P; P est assez petite pour que les points P;, Py soient i
la méme température O;

(b) les actions élastiques, visqueuses et thermiques engendrées par
les liaisons P; P;(j=0,1,2,... n) existant avant fluage se répartissent
maintenant entre P; et Py, de telle sorte que les points P; autres que P
se partagent en trois groupes distincts: 1°— les points qui n'avaient
avant fluage aucune liaison avec P, et qui continuent a n’en avolr aucune,
2° — les points P, qui sont, au cours du fluage, en liaison avec P; et non
avec P, 3°— les points Py qui sont, au cours du fluage, en liaison avec
Py et non avec P; (cf. Fig. 4);

(c) Y; et Z; peuvent étre confondus, mais non ¥; et Z; la différence
Y1 — Zi est la vitesse de fluage; cette vitesse garde un signe déterminé,
par exemple:

Vi —Z; >0 (19)
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F1G. 4. Représentation approchée de divers états d’un barreau tendu.

(a) Fluage généralisé dans I'hypothése rigide-plastique

(b) Fluage localisé (écrouissage)

(c) Fluage généralisé primaire (selon N. Hoff)

(d) Fluage généralisé secondaire

(w, contrainte; A, allongement)
I’action échangée entre P; et P; provient de la contrainte de fluage reliée
a la vitesse de fluage et 4 la température par une loi expérimentale établie
en régime permanent (température constante, vitesse de fluage constante),
mais dont nous admettrons qu’elle définit intrinséquement la résistance
aux glissements internes et reste valable en régime varié; si = est la
contrainte et W la vitesse de fluage, la relation la plus communément
admise entre =, W et @ revét la forme:
W= CO)w — =)

ou o est un exposant variant, en général, avec @, mais toujours plus
grand que 1, et =,(0) la valeur limite de la contrainte au dessus de laquelle
le fluage se produit.

Tant que w est <, la liaison P; P; reste rigide (les deux points n’en
font qu’un); c’est pourquoi elle est dite “rigide-plastique”. On sait qu’en
combinant judicieusement plusieurs liaisons de cette espéce, on peut
représenter n'importe quel état de la structure (Fig. 4): déformation
purement ¢lastique, déformation plastique ou “écrouissage” (par associa-
tion de liaisons P; P en phase plastique et de liaisons P; Py en phase
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rigide), fluage “‘généralisé¢” entrainant le fractionnement de la structure
en parties indépendants du point de vue élastique, ce fluage existant
lui-méme sous deux aspects: transitoire ou ‘‘primaire”’, permanent ou
“secondaire” (nous ne parlons pas du fluage “tertiaire” au cours duquel
la structure perd toute résistance mécanique).

En conclusion, si nous désignons par II; la force exercée par P; sur
P; et par s; le facteur de proportionnalité permettant de passer de la
contrainte a la force, nous pourrons écrire:

: 1 -
I, = s[w, + D(Y, — 2] avecD = [—C-(-e—)] etax>1 (20
P, exerce sur P; la force — IT,.

11. LE NOUVEAU SYSTEME D’EQUATIONS

Nous pouvons maintenant reprendre les équations (1)-(2) et les com-
pléter. Pour tous les points qui ne sont pas le point P; ou les points Py, ces
équations demeurent inchangées. Pour I'ancien point P; de masse M;,
dédoublé en P; et P, I'équation (1) doit étre remplacée par deux autres:

My —m)2) = — 3 Ki(Zi — Zn — i) — S Fu2i — 2p) )
h h
+silm + D(Y, — Z))']
m¥i= — 3 KiY1 — Zr — ) — 3 Fu( Y1 — Zx)
k k
— 5w + DY, — Z)"]
L’équation (2), appliquée 4 I'ensemble des deux points P; et P;, doit
étre complétée par un terme représentant le quotient par dz de la chaleur
interne engendrée par le fluage pendant dt; celle-ci est égale, au signe
prés, au travail accompli pendant le méme temps par les forces IT; et

—1II; qui sont, comme le montre I'expérience, des résistances purement
passives; il vient donc:

b = — % anom(Z1 — Zp) — 3 axiou Y1 — Zi)
+ 3 %amFm(Z: —Zn)+ 3} ;tXHFlk( Vi — Zy)? (22)
- ?511(& — 0y) + sifw, + D(Y1 — Z)V Y1 — 2Z))

(21)

Pour un point Py, lié 2 P; et non a P, le systéme (1), (2) s’écrit:
MiZi = — 3 KifZx — Z3 — l) — K Zx — Vi — lu)
i# -
— 2 Fi(2x — 25) — Fu(Ze — Y1) + 1Ty (23)
1%

kO = “jz‘ajkﬂ'kj(zk — Z5) — aori(Zx — Y1)
#
-+ éj;aijkj(Zk — Z3)* + Y auFu 2 — V)2 (24)
- % 81(Ox — 85) +Qx
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Les équations (1), (2) pour 7 # [, k, jointes aux équations (21), (22)
pour i = [ et (23), (24) pour ¢ = k, permettent de résoudre, sur le systéme
de remplacement X P;, tous les problemes relatifs a la structure en
cours de fluage soit localisé, soit généralisé (noter que s; peut dépendre
de Y, — Z.)

12. ETUDE DE L’ETAT ETABLI

Pour distinguer ces deux cas, nous chercherons tout d’abord a définir
I’““état établi” dans I'’hypothése ol ITg et T'p restent constants.

Présumant un état d’équilibre et annulant par conséquent toutes les
dérivées par rapport au temps, nous obtenons un systéme de 2z + 1
équations qui détermine, en principe, les 2z + 1 inconnues Z;*, O;*,
Yi*. Si, toutefois, le point P; et les points P appartiennent 4 un en-
semble partiel isolé n’incluant pas P; ni P, (c’est-a-dire n’admettant, en
dehors de la liaison extérieure P; P, que des liaisons intérieures) et si
s; ne dépend pas de Y; — Zj, les cotes Y,*, Z,* de P; et des autres
points P, de I'ensemble partiel (parmi lesquels les Px) n’interviennent
que par les différences Y;* — Z,*. Le systtme est alors surabondant
et ne pourra étre satisfait que s'il existe entre IIz et Tz une relation
particuliere IIg = 2#)(Tg). Cette relation définit le sewil du fluage
généralisé prenant son origine en P;. Lorsque Ilp est > 5#(Tg), l'état
établi est un état de fluage généralisé “‘secondaire” dans lequel les Zi*
(i #m), Yi* — Zn* 6; (i quelconque) et ¥;* restent constants, Y*
étant > 0.

13. ETUDE DES PETITS MOUVEMENTS AUTOUR
DE L’ETAT ETABLI

Cherchons 4 mettre en équations les petits mouvements de la structure
autour de cet état établi de fluage secondaire. Posons:
Ly = Z* 4+ 2i, 6 = > + 9;, Y= Y[*(t) +
et admettons que les 2y, 6;, yi, %, 1 restent assez petits pour qu’on puisse
négliger dans les équations leurs carrés et leurs produits. Il vient:

Pour i +# [, k [cf. syst. (11)]:
Mz + 3 Fiy(30 — %) + 2 Keg(zi —25) + 2, &0, =0
i g i
el + 2 8i(0: — 0;) + O* > En(2 — ) =qu
J i

Pour i = [, laissant provisoirement de coté la 1ére équation (21), nous
remplacerons la seconde par la somme des deux équations membre i
membre

MEZI + m;( Y; — Z;)
= — Z KM(ZJ — Zy — lm)—— %Ku-(Y; — Zy — [“) (26)
h
= ZFM(Z! == Zh) — EF&(Y: - Zk)
h k

(25)
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puis nous linéariserons les équations (26) et (22), ce qui donne:
Mz + my(51 — £) + 2 Fulde — 22) + 2 Fuyr — %)
h k
+ S Kun(zr — zn) + 2 Kyt — 2x) + 2 énbn + 2 ube =0
n k n k

BN

> (27)
by + E 5”(31 - BJ)
j

+ @* [% En(21 — Zn)+ % Exi( v - z'k)] — ¥y — ) =0

J

IT)* étant le produit par s; de la contrainte de fluage établi:
10 = sifm, + D(yi*)"]
En écrivant: y; — 2 = (v —21) + (31— 2x), Mi— 2 = (1 — 21) + (21— %)

et remarquant que:

e = € + — (;vz — zy)[cf. (57)]

aK (28)
€ = €n — —m (v —=1)
les équations (27) se mettent sous la forme:
Mg+ 3 Fiuy(z — %) + S Kyl —25) + 2 &y +mu(e — £) )
i i i
+ (ZFm)(J?z — &) + (2 Klk)(yl —z)=0
B B > (29)
by + 3 8yy(0r — 05) + O0* 3 (3 — )
i i
- (Qt"‘ > §kz—Ha*)(y: —&)=0
k 4
Les équations (23), (24) se traitent de la méme fagon et donnent:
Mg + 2 Fiy(gx — 25) + 2 Kig(3x — 2)
i i
+ 2 ékity — Fra(n — 21) — Ku(yr — z1) =0
i (30)

el + 2 8x(0x — ;) + Ox* 2 EnlZx — %)
b F
— O * ¢y — 21) = qx
Les valeurs de tous les coefficients sont celles de 1'état établi.
14. RELATION APPROCHEE DEFINISSANT L’ETAT
VIBRATOIRE EN UN POINT DE FLUAGE

Aux équations (25), (29) et (30), nous devons adjoindre, pour que le
probléme soit déterminé, 1'équation linéarisée déduite de la lére équation
(21); si I'on remarque qu'il est normal d’admettre que les coefficients
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5, @, D et a de la formule (20) ne dépendent que de ©;, cette derniére
s’écrit, en supposant, pour abréger, « indépendant de ©;:

(My — m))Z1 + 2 Fin(z1 — 2) + 2 Kuin(z1 — 20) + 2 Embn
" " 7

== siD #)/x—1f [a(stmr\) a(le) 'y % lfoc]
= (v:*) 0 —#) + 20, + W(Y: el T} 31)
sD _
= 1 (Y)Y — 2 — Aif)
x J
A désignant la dérivée oy ,*[60, par rapport & la température de la
vitesse de fluage établi sous la charge ITi* constante. (De la relation: II}* =
sim, + D(y1*)"*], on déduit, en effet:

d(sim)  e(siD) | *\1ja _ sbD *#)1/a—1 )
26, T o, (Y= T (B

Multiplions le ler et le 3¢ membres de (31) par (y,*)' V=
( Y:*)“”“[(Mz —m)E + 3 Fu( — %)
R

+ %Km(zz —zp) + % Epth) = ‘%) (y1 — 21 — Aibh)
Cette équation se simplifie au prix d'une nouvelle approximation:
En tenant compte du fait que, dans les applications, le fluage secondaire
est toujours trés lent et le coefficient o nettement plus grand que 1 (il
varie, pour les alliages réfractaires, de 3 a 10), on peut considérer
(y1*)' V% comme une quantité trés petite au méme titre que les 2, 6,
2i(i = h, 1), %; on est alors encouragé a négliger, dans I'équation (31),
les termes contenant (y;*)'"'* en facteur, ce que conduit a remplacer
(32) par I’équation tout a fait simple:

yn—2—M06=0 (33)

dont l'interprétation est immédiate: toute variation transitoire de la tem-
pérature entraine une variation de la vitesse de fluage égale a celle que la
méme variation de température, appliquée a titre permanent, entrainerait
sur la vitesse de fluage établi.

Cela implique que s;D/« ne soit pas lui-méme trés petit et que la con-

dition (19) reste satisfaite, c’est-a-dire que I'on ait:
1
I/ g T ol
> 7 Y! (34)
car /; est toujours > 0 (Fig. 5).

Il est 4 noter que ce résultat ne fait intervenir que des propriétés
qualitatives de la loi de fluage choisie [équation (20)].
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7= const™®

Fic. 5. Variation de la vitesse de fluage établi, sous charge constante,
avec la température

15. EQUATIONS GENERALES DES PETITS MOUVEMENTS
D’'UNE STRUCTURE EN ETAT DE
FLUAGE SECONDAIRE

Sous réserve de la légitimité des approximations faites, les équations
(25), (29), (30), jointes a I'équation (32) éventuellement remplacée
par (33), définissent complétement, au cours d’un fluage secondaire
d’origine P; et de vitesse y;*, les petits mouvements de la structure pour
lesquels

1
] i Y
|’|<A,Y’

L’emploi de I'équation (33), lorsqu'il est justifié, simplifie considérable-
ment I'étude ultérieure: il permet d’éliminer immédiatement y; en rem-
plagant, dans les autres équations, y; — 3; par A;6;, 3 — % par Ab,,
Y1 — 2 par

t
/lr[f 01 dt + (y1 — z1)y—y,) = A
to
il vient alors:
Pour i + [, k:

Mz + 3 Fy(3 — ) + 2 Ky(a — 25) + 2 €6, =0
i i 1
iy + 2 8uy(0 — 0) + O* 3 éu(3 — %) = qu
7 j

(gc = 0 pour i # n, éventuellement: g, = —h6,).
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Pour i = I:
Mg + 2 Fiy(s — %) + 2 Ky(zi — ) + 2 6 b
1 i i

+ Ax[mrf’z + (g sz)fh + (%Klk)ul] =0

caby + 3 815(0 — 0;) + O1* 3 En(# — %) =g
) i
. 3 Az(ex“ 2 éu — Hz")at =0
E
(i = &) |
Pour 7 = k:

M + ;ij(z.’k —25) + ?Kkj(zk —25) + jkajgi

— A(Faby + Krr) = 0
el + 2 8ui(0k — 0)) + Ox* X Enldr — %) — MOrx*Ewbr = qi
1. ¥

(g« = 0 pour k # n, éventuellement: ¢, = —hfy)

A
Y
Fo %o %

+-

P.ic
Ts

m
Fi1c. 6
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(37)

Le systéme (37) redonne le systeme (11) lorsqu’on y fait A; = 0. Tous
les coefficients sont ceux de la structure sans fluage 4 'exception de trois:

Ay, my et ITi*,
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16. EXEMPLE

A titre d’exemple, considérons un barreau homogéne AB de section
constante S sauf en son milieu C ou il présente un étranglement de section
s (Fig. 6). 11 est fixé en A4 et soumis en B a une charge axiale I7 suffisante
pour provoquer dans la partie étranglée un fluage établi de vitesse IW.

Pour ¢tudier en toute premiére approximation les petites vibrations
longitudinales du barreau, nous partagerons ce dernier en deux trongons
par les points de subdivision P, (embase A), P, (point de fluage C),
P, (revétement B) et répartirons la masse de chaque trongon par moitié
entre les deux extrémités. Il vient ainsi, en désignant par M la masse
totale du barreau, L sa longueur, e son coefficient de dilatation linéaire,
¢ sa chaleur spécifique rapportée a I'unité de masse, 6§ sa conductance
(ces deux derniéres supposées indépendantes de la température):

M M 2ES
Ml:Er Mziml“—’?, Ko = 127
n = €1a = —én = *fzzziESG, £&,=0,

M M
ci = C Cg = = Sg1 = 8,5 = 28, II* = I1,

71 ""T:

ew
Ay = 2@ Sous la charge constante IT pour @ = 6,*.

Les températures de régime ©,* et ©,* sont définies par:
28(0, —20,* 4 0% + ITW(6,*) =0
28(0,*% — O,%) + T — 0,%) =0
si 'on prend pour #5(@p) la fonction (T — Op) avec T donné et si
l'on note que W est, sous la charge constante [T, une fonction connue
de 6,.
Le systéme (37) s’écrit dans ce cas, en négligeant la viscosité du
barreau:

M 2E. M 2ES ) )
u ) =0

; S
rz—zl + T(Zzl —32) -4 %ESEBE -4 Al(: 91 + T

(38)

M
¢ 5 by +25(20,— 0,) + JESeB,*4,— A,(ESe6,* + )6, — 0

2ES 2ES e (39)
' (23 — 2,) — $ESe(0, + 0,) — A, i 0

g+ —
#

I

M
4

M
'CT 0, +25(0, — 6,) + JESe 0,3, — %,)
— AESe0,40, +hoy =0 |

Le cas ou la température du “revétement”’ B est maintenue constante
correspond au cas limite & = oo: la derni¢re équation est alors remplacée
par 6, =0.
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17. FORME MATRICIELLE DES EQUATIONS

De méme que le systeme (11), le systéme linéaire (37) peut se mettre
sous forme matricielle:

M$ +Fz + Kz + 00 +R0 + Su=0
— 0%z 4+ ) +TO0=0, (u=0)

les matrices Q, R, .S, T étant définies par les relations

} (40)

Q6 = m(A6)
RO = £6 + f(A06) .
Su = k(Au)

T6 — 56 — (0* + IT*)(A6)

dans lesquelles m, IT* représentent des matrices diagonales et (A6),
(A8), (Au) des colonnes dont tous les éléments sont nuls sauf ceux d’indice
I; f, k, { des matrices qui se déduisent des matrices F, K, ¢ en remplagant
par des zéros tous les termes Fij, Kij, £ dont les indices sont différents
de Ik ou de kL.

Le systéme (40) se réduit au systeme (12) lorsqu’on y fait 4 = 0; ne
pas oublier qu'il doit étre complété par l'inégalité: | 80;| < (1/4;) yi*.

La forme (40) des équations est générale: elle s’étend a un fluage en-
globant un nombre quelconque de points du type C (f, k, { contiennent
alors des termes non nuls d’indices /, I" si P;, P;, sont deux points de
fluage agissant I'un sur l'autre: cas, par exemple, des vibrations trans-
versales d’'un barreau en train de fluer par flexion).

18. CONCLUSION

Le systeme (40) se préte aux mémes normalisations et simplifications
que le systeme (12), ce qui permet d’étudier notamment la stabilité de ses
solutions. Nous ne le ferons pas ici, notre but étant simplement de montrer
comment 'étude classique des vibrations d'une structure par la méthode
matricielle peut s’étendre au cas ou celle-ci subit un fluage secondaire
dans la direction des vibrations. Les considérations théoriques qui pré-
cedent, et surtout la relation simplifiée (33), demandent a étre soumises
au controle de I'expérience. Il n’est pas interdit de penser qu’elles pourront
jouer un role en aéronautique ot l'on calcule maintenant la résistance de
certains engins ‘4 courte vie” en tolérant le possibilité d'un fluage limité
en service.
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