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1. l'OSE DU PROBLÈME.


NOTATIONS ET HYPOTHRSES

Nous nous proposons d'étudier certains mouvements d'une structure
thermoélastique dont les points ne peuvent se déplacer que parallèle-
ment à une direction fixe J. En vue d'aboutir à des formules traduisibles
en écriture matricielle, particulièrement commode dans les applications
en raison des possibilités qu'elle offre pour les calculs exacts ou approches,
nous regarderons cette structure comme un edifice de points materiels
P,  en nombre d'abord fini ii, échangeant entre eux des actions élastiques,
visqueuses et thermiques. Un passage à la limite tout à fait classique
permettra ensuite, si nécessaire, de remplacer les equations différentielles
matricielles obtenues par les equations aux dérivées partielles dont elles
constituent pour  n fini une traduction approchée.

Chaque point  Pi  est caractérisé par sa cote  Zi parallelement à GI et
sa temperature absolue O. Un certain nombre de ces points, dont nous
dirons qu'ils sont du type A et qu'ils constituent l"'embase" de la structure,
sont fixes et maintenus à des temperatures constantes D'autres,
dont nous dirons qu'ils sont du type  B  et qu'ils constituent le "revéte-
ment" de la structure, sont libres, mais reçoivent de l'extérieur un flux
unitaire de chaleur OB  lie à leur temperature en par une relation im-
posee  gi, -.9710B). La structure peut en outre kre soumise, aux
points  B, à des charges  HB constantes ou lentement variables.

Tel serait, par exemple, le cas d'une aile d'avion en vol supersonique
(Fig. 1): les points du type A seraient ceux de l'emplanture ; les points
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du type  B  seraient ceux de l'intrados et de l'extrados soumis au vent
relatif ; ce dernier leur applique des charges  11B et leur apporte des flux de
chaleur OB = hB (TB -- OB), TB étant la temperature athermane que
le courant d'air tend à imposer au revkement et  hB  le coefficient de
transmission par convection de la couche limite.

Pour simplifier l'exposé, nous admettrons qu'il existe un seul point du
type A et un seul du type  B;  ce seront respectivement les points  P,  et
Pr,. Quant aux autres points de la structure, ils seront, sauf specification
contraire, libres, non chargés et thermiquement isolés de l'extérieur.

2. LA PREMIERE EQUATION

Le principe general de la mécanique, appliqué au point  Pi(i = 1,  2, . . .  n),
donne l'équation:

= — Z; — — 21)± 11, (1)

Mi  étant la masse de Pi, Ki;  le coefficient caractérisant l'action élastique
entre Pi et  P1, lji  la valeur de  Zi — Z1  correspondant à une action nulle
(lit est récart neutre dans le sens  ji"), F11  le coefficient caractérisant
l'action visqueuse entre Pi et  Pj, Hi la charge exterieure (nulle pour  i ± n).
L'indice  j  prend, en principe, toutes les valeurs de zero à  n;  toutefois  Ki;
et  Fij,  nuls pour  j =i,  ne sont, en general, différents de zero que pour
un nombre limité de valeurs de  j  encadrant la valeuri(correspondant à une
"zône d'influence" localisée au voisinage immédiat de Pi); il est à noter
que ces coefficients, lorsqu'ils ne sont pas nuls, ne sont pas forcement
positifs bien que le potentiel élastique à temperatures constantes et la
fonction dissipative, calculés pour l'ensemble de la structure, le soient
nécessairement; on a d'autre part :

KJi = K11; = Fif ; /I; =

3. DEUX EXEMPLES SIMPLES

Par exemple, pour un barreau rectiligne AB fixé en A et soumis en
B à une charge  H  s'exerçant dans la direction AB (Fig. 2), on aurait, en
décomposant le barreau non chargé en  n  parties égales à It par les points
de subdivision  P,  (alias A), P1, . . . Pi, . . . Pr, (alias  B)  et comptant
les  Z à partir de A positivement vers  B:

Mi = (pS)ih

, (112h)[(ES)1 ± (ES)1]  si  i j = +1
k0  si  i —j ±1

±11 si i —j = ±1
Iji = — It si  i —j = —1

0  si  i —j +1

(pS)i :  masse spécifique linéaire au point Pi
(ES), :  module de traction—compression au point Pi
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de telle sorte que (1) soit la traduction approchée de l'équation aux
dérivées partielles (la viscosité étant négligée):

	

,'az ,

	

ps = —
Ct 2 'Cx

A

h t

X,Z

FIG. 2. Mouvement longitudinal d'un barreau charge axialernent

Pour un barreau rectiligne AB encastré en A et soumis en B à  une
charge  II s'exerçant dans la direction J perpendiculaire A. AB  (Fig. 3),

A P Po

Fit:. 3. Flexion d'un barreau chargé perpendieulairement à son axe

on aurait, en prenant la même décomposition que ci-dessus (les deux
premiers points, limitant un premier tronçon encastré, appartiennent au
tvpe A) et comptant les  Z à  partir de la position non chargée Av:

-  (pS)ilt

(2/h3)[(Ei)1 (Ei).1]  si  i — --= ±1

	

--(1/2h3)[(Ei)i (Ei)i]  si  i — j  ±2
0 si  i —j  ±1, ,L2

--- 0

(Ei); : module de flexion au point  Pi
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de telle sorte que (1) soit la traduction approchée de l'équation aux
dérivées partielles (en négligeantla viscosité):

a2z a2 f a2z

	

pS = — — Ei ---
at2 ax2 ax2)

4. LA DEUXIEME EQUATION

Revenons au cas général. Le bilan thermique effectué pour le point
Pi fournit une seconde équation:

= — — .71) 0,11F11(2.1 — Z •)2 — — Of) Qi
(2)

cj étant la chaleur spécifique à volume constant de la masse Mi,
d (Zi —Z1) la chaleur produite réversiblement par la &formation

d(Zi — oui la part de cette chaleur que reçoit P„ cru la conduc-
tance thermique entre Pi et Pj, Q le flux unitaire de chaleur apporté
de l'extérieur (nul pour i n) ; on a:

	

=  —go; j = 1 — apt; 811 = ij

5. LES COEFFICIENTS ej,
Avant d'aller plus loin, montrons que l'existence d'un potentiel thermo-

élastique V associé à la &formation (en l'absence de viscosité et de
conductivité) permet d'exprimer cciicri;à l'aide de certains éléments de
l'équation (1). On a, en vertu des principes de la thermodynamique:

dV

Si étant l'entropie

Ecrivons(a2v)/( ae1az1)

ovicro a

= Kii(Zi —Z1 —— S1 d Oil

au point Pi &finie par

1  dSi =
—

f
ocjia7ij d(Zi —..1)j

0i

= (a2v)/(az1ae1)pour i_j; il vient:

r
Kjk(Zj — Zk — lkj)] = j1 (k = 0, 1, . .

[

6i l'expression du second membre.

a

. n)




 

(5')

ei=

en représentant par

Z1 lo]=, [K-11(zi, —-a e

si l'on admet, comme il semble normal de le faire, que Kjk et lkj ne
&pendent que de 19;et de k).

On a donc:
= ei efi (1 j) (6)
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On trouverait de même, en écrivant (a2v)/(aei azi) = (a2v)/(az1 aeo:

Z k=

d'on la propriété: u =

Reprenons, par exemple, le cas du barreau chargé axialement; nous
aurons d'après (5'):

eo= 0 pour i j — 1, j, + 1;

a  1(ES)5_, + (ES)5
L 2/j-1 , j

(Z5 — Z5_1 — li_i,5 )]

Si nous admettons—comme il semble permis de le faire ici—que le
module ESen un point ne dépend que de la température en ce point
et que l'écart neutre b_i, ne dépend que de la moyenne des tempéra-
tures 0j, et Oi, il vient simplement:

	

Z1 — Z5_, re(Es);_,  (Es)5_, ± (ES)5 I 1a(ES)5_,

ei, J-1 =  2h L ae 5_, 2 2 005_,

 

c étant le coefficient de dilatation linéaire du matériau, supposé le meme
en tout point:

1 al
E — 	 a15- 1,

avec 0 j = (0j_1 05)/2; de même

z5+, — re(ES)1+1 (ES); + (ES);+1
2h L ae5+, 2

1 a(Es)j+,
 + 2 aej+,

d'on:

Z5+, — Z5-1 b(ES);
6.0 = + = 2h aej

7,5)[(Es); + (ES)51] — (Z5 — Z5_1)[(ES)5_1 + (ES)5]E (9)
4h

toutes expressions qui ont un sens physique bien précis.
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6. PETITS MOUVEMENTS AUTOUR
D'UN ETAT ETABLI

Comme application des formules (1) et (2), nous nous proposons
d'étudier les petits mouvements de la structure autour de son état
d'équilibre à charge HB  constante, ou autour d'un mouvement moyen
très lent provoqué, par exemple, par une variation suffisamment lente
de I7B.

Commençons par définir l'état d'équilibre ou le mouvement moyen
que nous appellerons d'une façon générale l'état établi" et dont nous
désignerons les paramètres par Zi*, ei* (i = 1, 2, . . . n). Il résulte des
equations (1) et (2) dans lesquelles nous avons, par hypothèse, le droit
de négliger toutes les dérivées des paramètres par rapport au temps :

j  = 0, 1, 2, 3, . . . n
I71 = 0 pour irA n,
11 = 17B donne (10)

— = Qi Qi = 0 pour i n,

Q. =
On tire aisément du système (10) les 2n inconnues  Zi*,  01*; les  Zi*  sont

soit des constantes, soit des fonctions très lentes du temps, selon que
17Bl'est lui-même : les ei* sont des constantes.

Posons alors:

Zi* ei = 01* + ei

et admettons:
que les variations des  Z* soient assez lentes pour que les dérivées

des  Z*  par rapport au temps soient toujours négligeables vis-à-vis des
dérivées de même rang des z,

que les z et les Osoient assez petits pour qu'on puisse négliger
leurs carrés et leurs produits,

que les differences Z — Z intervenant dans les equations restent
toujours assez faibles (cf. la remarque sur l'action "localisée") pour qu'on
puisse négliger leurs carrés et leurs produits par les variables O.

Le système (1) — (2) devient, compte tenu des relations (5), (6) et
(10):

114-1,&i — Ko(zi — z)) + ij0j = 0

—  1, 2, . . . n

cidi + — Of) + 01* ejOi — qi

= 0 pour i n

qn, —hOn[h = 	

	

den j

les valeurs de tous les coefficients étant celles de l'état établi (ce sont
des fonctions des  Zi*, 0i*).

16
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7. FORME MATRICIELLE DES EQUATIONS

(11) est maintenant un système linéaire que l'on puet mettre sous la
forme matricielle :

M+ F± Kx 0 0
(12)

- 80

avec:

[M,

M = 0

0

M, [1.

F1i


i

F —— F12

- F12

F 2i

•••

eh e12

6 --- [621K= K12

K12


K2j

0

0 2* •

cl 0

c  = [0

	

81; — 812 • • -
.1

	

—  812  5 2.1 • • •

8n; ± h

Parmi les matrices figurant dans (12), certaines  M, 0*, c  sont diagonales
éléments tous positifs; d'autres F, K, à sont symetriques et hermitiennes,

c'est-à-dire telles que les formes  XFX, XKX, X8X soient définies
positives; la dernière 6 est quelconque

—
OJ* Œji

Jl

	

Remarquons que, dans un cas d'équilibre (ll„ Cte), les matrices K,
8 et e pourraient se décluire de "coefficients d'influence généralisés”

0  représentant les quantités dont thermoélastique serait
modifié par l'application de charges unitaires et de flux de chaleur uni-
taires successivement en chaque point  Pi;  on aurait, en effet, d'après
(12):

[KO : [ 	 [11

dont il serait possible (au moins théoriquement!) de tirer  K, 8 et 6.

=
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Les systèmes (11) ou (12), munis éventuellement de seconds membres
donnés, permettent de résoudre n'importe quel problème de perturbation
mécanique ou thermique subie par la structure et justiciable de
l'approximation linéaire.

8. LA FORME NORMALISEE

Grâce à un changement de variables approprié, on peut donner au
système matriciel (12) une forme normalisée particulièrement importante
pour les applications. Désignons par a une matrice carrée d'ordre  n
telle que les deux matrices

«Mrx  = p,  et  «[K  e*ax =  y

soient simultanément diagonales. Cette matrice  «  a une significations
physique simple: ses colonnes définissent  les formes propres de vibration
de la structure  supposée dépourvue de viscosité et de conductivité
(F = 8 =  0). Si l'on effectue le changement de variables

z = er  0 = c-10*ect(r + s)  (13)

le système (12) devient:

pi + ß + yr + ds =  0 1

d(r ± s) + ei =  0 I
avec:

ß =  (T<Fct,  d = c1  O*6a, e = cie8-10*eot

Sous la forme (14), on voit immédiatement que les petits mouvements
libres de la structure sont régis par un potentiel thermoélastique  V(r, s)
et une fonction de dissipation  D , i):

= (r , s)[Yd dd1(r , s); D ei)

Ils sont donc toujours amortis  sauf dans les deux cas limites /3 = 0,
e — 0 (structure non visqueuse et parfaitement conductrice), ß = 0,
e - -JD (structure non visqueuse et non conductrice).

9. SEPARATION DES VARIABLES


MECANIQUES ET THERMIQUES

Ces résultats sont bien connus. On peut les retrouver rapidement en
raisonnant directement sur le système (12) pour peu que l'on se contente
d'une approximation d'ailleurs tout à fait admissible. Eliminons, en
etfet, 0 entre les deux équations (12); il vient:

(K + ec--le*OZ e-'(114'Z' + + Kz) = 0
(15)

En raison de la petitesse des coefficients eij,il est légitime en pratique
de négliger  ec 10*e  devant  K  (se reporter par exemple aux formules

(14)
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(8) et (9) relatives au cas du barreau chargé axialement). On remplace

ainsi l'équation "exacte" (15) par l'équation approchée

1- +  A (M;.Y Kz) =  0 (16)

avec A -
Les variables sont maintenant séparées. Si l'on pose:

Kz = W (17)

est donn é par l'équation linéaire sans second membre

cli SU =  0 (18)

puis z par l'équation linéaire (17) of.' le second membre est connu.
La resolution est donc immediate et il est bien visible que le système

est amorti. Le rapprochement des equations (17), (18) et (12) montre
que  U  n'est autre que O et que l'approximation revient en definitive a

négliger le terme en .* dans la deuxième equation (12).

1 0. CAS DU FLUAGE—

FLUAGE DANS LA DIRECTION DE LA VIBRATION—




SCHEMA REPRESENTATIF ET HYPOTHESES

Envisageons maintenant le cas où, sous l'influence d'une charge Hn
excessive ou d'une elevation excessive de la temperature athermane  TB,
certaines parties de la structure se mettent à fluer. Nous nous représen-
terons le fluage comme se produisant, non entre certains points Pi et Pi,
mais  par dédoublement de certains points Pi dont nous dirons qu'ils
appartiennent au type C. Nous dirons qu'il y a fluage  dans la direction J
de la vibration  si chaque point Pi du type C se divise en deux autres  Pi,
Pi  tels que P,  Pi  soit parallèle à J. Nous nous limiterons à l'étude de ce
cas et, pour simplifier l'exposé, raisonnerons comme s'il existait un seul
point de ce type, le point PI,  dédoublé en PI et PI de masses respectives

mi et mi et de cotes respectives Z1 et -17/.
Nous ferons en outre les hypotheses suivantes:

la distance PI PI est assez petite pour que les points P1,131soient
la même temperature et;

les actions dastiques, visqueuses et thermiques engendrées par
les liaisons Pi P, (j -  0, 1, 2, . . .  n)  existant avant fluage se répartissent
maintenant entre  PI et Pt, de telle sorte que les points Pi  autres que  PI
se partagent en trois groupes distincts: 1°— les points qui n'avaient
avant fluage aucune liaison al,ec PI et qui continuent à n'en avoir aucune,
20-  les points Ph qui sont, au cours du fluage, en liaison avec PI et non
avec PI,  3 les points P k, qui sont, au cours du fluage, en liaison avec

PI et non avec Pi (cf. Fig. 4);

Y, et Zi  peuvent 'etre confondus, mais non 1.71et Zi; la difference
r - Z,  est la vitesse de fluage;  cette vitesse  garde un signe diterminé,
par exemple:

1.71 - >0; (19)
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177.
77'

plant ique

Domain
élastique

A

Fluage
seconda ire

l'Fluage primaire

A A

(a) (b) (c) (d)

FIG. 4. Représentation approchée de divers états d'un barreau tendu.

Fluage généralisé dans l'hypothèse rigide-plastique
Fluage localisé (écrouissage)
Fluage généralisé primaire (selon N. Hoff)
Fluage généralisé secondaire

contrainte; A, allongement)

l'action échangée entre  P1 et  PI provient de la contrainte de linage reliée
a la vitesse de fluage et à la température par une loi expérimentale établie
en régime permanent (température constante, vitesse de fluage constante),
mais dont nous admettrons qu'elle définit intrinsèquement la résistance
aux glissements internes et reste valable en régime varié; si  ra  est la
contrainte et IF la vitesse de fluage, la relation la plus communément
admise entre w , W et 0 rev& la forme:

W s C(0)(zu

oft a est un exposant variant, en général, avec O, mais toujours plus
grand que 1, et zu,(0) la valeur limite de la contrainte au dessus de laquelle
le fluage se produit.

'rant que w est  ru,„la liaison  PIP, reste rigide (les deux points n'en
font qu'un); c'est pourquoi elle est dite "rigide-plastique". On sait qu'en
combinant judicieusement plusieurs liaisons de cette espèce, on peut
représenter n'importe quel état de la structure (Fig. 4): &formation
purement élastique, &formation plastique ou "écrouissage" (par associa-
tion de liaisons  PIP,  en phase plastique et de liaisons  PIP,  en phase

(73
0,F luage

si
c Domaine
élastique
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rigide), fluage "généralisé" entrainant le fractionnement de la structure
en parties indépendants du point de vue élastique, ce fluage existant
lui-méme sous deux aspects: transitoire ou "primaire", permanent ou
"secondaire" (nous ne parlons pas du fluage "tertiaire" au cours duquel
la structure perd toute résistance mécanique).

En conclusion, si nous désignons par I71 la force exercée par PI sur
PI et par si le facteur de proportionnalité permettant de passer de la
contrainte à la force, nous pourrons écrire:

[ ge) '/ 1 ]'
et > 1 (20)

	

to, D( 177, - - zyl avec D —

exerce sur P1 la force 111.

11. LE NOUVEAU SYSTEME D'EQUATIONS

Nous pouvons maintenant reprendre les équations (1)—(2) et les com-
pléter. Pour tous les points qui ne sont pas le point PI ou les points Pk, ces
équations demeurent inchangées. Pour l'ancien point P1 de masse
dédoublé en Pi et PI, l'équation (1) doit are remplacée par deux autres:

(MI mi)ZI= - Klh(Z1Zh lla)Flh(21Zh)





SArgA+ D(171 — 21 )11







mtVi Ktk(Yl — Zk ——Flk (V, — Zk)





SAWA D(1.71— 21 )11




L'équation (2), appliquée à l'ensemble des deux points PI et PI, doit
être complétée par un terme représentant le quotient par dt de la chaleur
interne engendrée par le fluage pendant dt; celle-ci est égale, au signe
près, au travail accompli pendant le m'éme temps par les forces HI et
—171 qui sont, comme le montre l'expérience, des résistances purement
passives; il vient donc:

clér = — cAhlalh(2i — - C9C1a1k(I. —

+ 4 MF/h(Z1 Zh )2 4- Mk/Fa( Zk)2

80(e - ej)+ s,[tuA+ D(1.71 — 21)1 1(1.TI — ZI)

Pour un point P k, lié à PI et non à PI, le système (1), (2) s'écrit:

MkZk = — Kkj(Zk — Z1 — Kkl(Zk 171 —

— Fk1(4 — Z1) — Fla(Zk — 171)+ Hk
#1

Cké k = ŒiltakAZ1C — 21) — œlk6k1(Zk — 171)
1#1

+ 4 ŒPCF1C1(2k 21)2 ŒlkFIcak Y7l)2
1

8k1(ek —  19J) + Qk




1#1 
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Les equations (1), (2) pour i I, k, jointes aux equations (21), (22)
pour i = I et (23), (24) pour i = k, permettent de résoudre, sur le système
de remplacement tous les problèmes relatifs à la structure en
cours de fluage soit localise, soit generalise (noter que Sj peut dépendre
de 17, —Z1.)

12. ETUDE DE L'ETAT ETABLI

Pour distinguer ces deux cas, nous chercherons tout d'abord à définir
l'état établi" dans l'hypothèse où HB et TB restent constants.

Présumant un état d'équilibre et annulant par consequent toutes les
dérivées par rapport au temps, nous obtenons un système de 2n + 1
equations qui determine, en principe, les 2n + 1 inconnues 4*, 0i*,
Yi*. Si, toutefois, le point 131et les points Pk appartiennent à un en-
semble partiel isolé n'incluant pas /3/ ni P, (c'est-à-dire n'admettant, en
dehors de la liaison extérieure que des liaisons intérieures) et si

sj ne depend pas de 11", —Z1, les cotes 17/*,Zm* de PI et des autres
points Pm de l'ensemble partiel (parmi lesquels les Pk) n'interviennent
que par les differences Y/* —Zm*. Le système est alors surabondant
et ne pourra 'are satisfait que s'il existe entre 17B et TB une relation
particulière HB= Ye°1(TB). Cette relation définit le seuil du fluage
généralisé prenant son origine en /3/. Lorsque HB est > APi( TB), l'état
établi est un état de fluage generalise "secondaire" dans lequel les
(i m), Y — Z m* , 0, (i quelconque) et 1/ * restent constants, ri*
étant > O.

13. ETUDE DES PETITS MOUVEMENTS AUTOUR

DE L'ETAT ETABLI

Cherchons à mettre en equations les petits mouvements de la structure
autour de cet état établi de fluage secondaire. Posons:

Zi* zi, 01 = ei* + 0,, Y, = 171*(t) +yi

et admettons que les zi, 0i, yl, 5/1restent assez petits pour qu'on puisse
négliger dans les equations leurs carrés et leurs produits. Il vient:

Pour i 1, k [cf. syst. (11)] :
— ,*;) Kij(zi —2.5) 6101=0

ciOi+ 8,;(0i 0j) 0,* — =
( 25)

Pour i = 1, laissant provisoirement de côté la 1 ere equation (21), nous
remplacerons la seconde par la somme des deux equations membre
memb re

Mat ZI)

= — Zh — lhl)— ICIk(17.1 Zk 41) (26)

Zh) 2k)
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puis nous linéariserons les équations (26) et (22), ce qui donne:

m t(Y I — , 11) -I- Fik (j )1 z:k)

Klh(z1 -7,11) + Kik(yr — zk) eiho h 61kek — 0

(27)

+ 01* r>:eh01 6(01 -4)] -- 111*(5)1 Z;1) =
L h

Hi* étant le produit par si de la contrainte de fluage

HI* = si[wA+ D( ki*)11

En écrivant :yi --zk = (yr -zr) + (zr zk),5),--t'k=(Y1 —Z1) + (1—,74)
et remarquant que:

aKik
eik = elk f 	 (y, —  )[cf. (5')]

aek
aKa

z1)
eek

les équations (27) se mettent sous la forme:

Mb&r ± FrA - r:;) Ku(z, zi) - -f-m/(9/ 


Fiky.))/ L'"1) + Klkyyr —zr)=0
\ k

c101 +* 81j091 01* e .,(4,
—

	

(0 ek1 Hi* )() i =

Les équations (23), (24) se traitent de la meme façon et donnent:

1144 I- Fici(z:k -I- Kki(zk - Z ) )

	

- ekj9j Fk01 Kkl(Y1 =

CkOk f ki(0k -0.0+ Ok*

Ok*erk(5,1—z;1)—qk

Les valeurs de tous les coefficients sont celles de l'état

14. RELATION APPROCIIEE DEFINISSANT L'ETAT

VII3RATOIRE EN UN POINT DE FLUAGE

Aux équations (25), (29) et (30), nous devons adjoindre, pour que le
problème soit déterminé, l'équation linéarisée déduite de la 1 ère équation
(21) ; si l'on remarque qu'il est normal d'admettre que les coefficients

ekt = eki
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so D  et A. de la formule (20) ne &pendent que de  el, cette dernière
s'écrit, en supposant, pour abréger, a indépendant de  el:

(M1  — +— Klh(Z1Zh) evieh

s1Da(sjw,)a(s1D)_   s7i*y
(31)

s D1 (mila A101)

A1 désignant la dérivée aki*Isei par rapport a la température de la
vitesse de fluage établi sous la charge Hi* constante.  (De la relation: /7/* —

s/[ru„± D(171*)1/ ] , on déduit, en effet:

a(simi) e(sID) s1D

sel + set (2.1,911,._ ___(17,1*)
1/x--1A1)

Multiplions le ler et le 3e membres de (31) par ( ki*)1-1/':

	

(1.7/*Y-11(Mt  —  1111)1Flh(Z1,Zh)

SID

	

1<-171(Z1 — Zh) elhoh]-=—AA)
a




Cette équation se simplifie au prix d'une nouvelle approximation:
En tenant compte du fait que, dans les applications, le fluage secondaire

 est

toujours très lent et le coefficient nettement plus grand que 1 (il
varie, pour les alliages réfractaires, de 3 à 10), on peut considérer
(S7/*)1-11 comme une quantité très petite au m'éme titre que les

h, 1), .&i; on est alors encouragé à négliger, dans l'équation (31),
les termes contenant (*)1-h/' en facteur, ce que conduit à remplacer
(32) par l'équation tout à fait simple:




dont l'interprétation est immédiate: toute variation transitoire de la tem-
pérature entraîne une variation de la vitesse de fluage égale à celle que la
méme variation de température, appliquée à titre permanent, entraînerait
sur la vitesse de fluage établi.

Cela implique que  s/D/Œ  ne soit pas lui-même très petit et que la con-
dition (19) reste satisfaite, c'est-à-dire que l'on ait:

	

1 .
0/  > —

A
-1 yi* (34)

car  Al  est toujours > 0 (Fig. 5).
Il est à noter que ce résultat ne fait intervenir que des propriétés

qualitatives  de la loi de fluage choisie [équation (20)].
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Tr,"=const.trt

A,=tg

(to

FIG. 5. Variation de la vitesse de fluage établi, sous charge constante,

avec la température

15. EQUATIONS GENERALES DES PETITS MOUVEMENTS


D'UNE STRUCTURE EN ETAT DE


FLUAGE SECONDAIRE

Sous réserve de la légitimité des approximations faites, les equations
(25), (29), (30), jointes à l'équation (32) éventuellement remplacée
par (33), définissent complètement, au cours d'un fluage secondaire
d'origine  P1  et de vitesse les petits mouvements de la structure pour
lesquels

L'emploi de l'équation (33), lorsqu'il est justifié, simplifie considérable-
ment Pétude ultérieure: il permet d'éliminer immédiatement  yi  en rem-
plapnt, dans les autres équations, i par Aioi, par Aedi,
yi — zl par

.41{ Oidt  (yi — zi),_ to] = Awl;
to

il vient alors:
Pour  i 1, k:

4 1- - Kii(zi z1) 601 = 0

c1e+1+ 8 ij(ei — t9J)+ ei*

(qi =  0 pour  i  n, éventuellement: qn = —hOn).
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Pour j = 1:

1111,1-* FLA - + — z;) + Oj
j 1

	

+11i[nlidi (Flic ) 01=
k 1k

C101 80(0/ — 0;) et* eJoi —

A1(01* ekl 11101 = 0
 k

= 01)

Pour i = k:

Mk4 Fkj(Ék Ê.1) Kkj(Zk Zj) 


— Al(FklOI =

	

Ckk +81c5(eic — 0.1)+ ok* e.ik(4 — —Ale k*elkel =

(qk = 0 pour k n, éventuellement: qii = —hOn)
A

Po eo

P2 13612 Z2


FIG. 6
Le système (37) redonne le système (11) lorsqu'on y fait A1 = O.Tous

les coefficientssont ceux de la structure sans fluage à l'exception de trois:
A1, mj et Hi*.

(37)

qk
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1 6. EXEMPLE

A titre d'exemple, considérons un barreau homogène  AB  de section
constante  S  sauf en son milieu  C  où il présente un étranglement de section
s  (Fig. 6). 11 est fixé en  A  et soumis en  B à  une charge axiale  Hsuffisante
pour provoquer dans la partic étranglée un fluage établi de vitesse W.

Pour étudier en toute premiere approximation les petites vibrations
longitudinales du barreau, nous partagerons ce dernier en deux tronçons
par les points de subdivision  P„  (embase  A), P,  (point de fluage  C),
P2  (revétement  B)  et répartirons la masse de chaque tronçon par moitie
entre les deux extrémités. Il vient ainsi, en désignant par  M  la masse
totale du barreau,  L  sa longueur, E son coefficient de dilatation linéaire,
c sa chaleur spécifique rapportée à Punité de masse, 8 sa conductance
(ces deux dernières supposées indépendantes de la temperature):

2ES

	

— 2 —M1 - 4 , R- 01 R-12 	 L

OEL e12 e21 = e22 IESE,

	

Cl

cm cm

	

2
C2 = -4 , 801 - 812 - 28) H1* H,

A, =
aW
—  sous la charge constante  H  pour 0 = 0„*.ao

Les températures de régime 0,* et 02* sont définies par:

28(00 — 20,* + 02*)  HW(0,*)=  o

28(01* — 02*) h(T — 02*) r- 0

si l'on prend pour  ,/3(0))  la fonction  h(T OR) avec  T  donne et si
l'on note que W est, sous la charge constante  H,  une fonction connue
de 0,.

Lc système (37) s'écrit dans ce cas, en négligeant la viscosité du
barreau:

M 2ES'M 2ES

	

1- 	 (2z,— z2) HES€02 + Al(-- } 	
2 z  L 4

c  —20, 28(201—. 02) + ,*z; - /1,0ESE0,* f HA —0

M 2ES 2ES (39)

(11
--  O.,  28(8., 91) ± 0 2*(;=, 2 —

- 71,?..,ES€02 *01 hO2

Le cas oil la temperature du "revétement"  B  est maintenue co lstante
correspond au cas limite  h cL:  la dernière équation est alors remplacée
par  82=  0.

(38)

zi)  ?,ES, ( 9, 89 ) -

O
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17. FORME MATRICIELLE DES EQUATIONS

De méme que le systeme (11), le système linéaire (37) peut se mettre
sous forme matricielle:

+ -{ Kz + Qd + RO 1- Su —0

+ cO ± TO = 0, (it = 0) j

les matrices  Q, R, S, T  étant définies par les relations

QO = m(AO)
RO = ee f(210)
Su = k(Au)
TO = 80 --- (0* .174)(AO)

dans lesquelles  m, H*  représentent des matrices diagonales et  (AO),

(AO), (Au)  des colonnes dont tous les éléments sont nuls sauf ceux d'indice

f, k,  des matrices qui se déduisent des matrices  F, K, een remplaçant
par des zéros tous les termes  Fij, Kij,eij  dont les indices sont différents
de  lk  ou de hi.

Le système (40) se réduit au système (12) lorsqu'on y fait  A =  0; ne
pas oublier qu'il doit étre complété par l'inégalité: i Oil <(11A1)1.71*.

La forme (40) des équations est générale: elle s'étend à un fluage en-
globant un nombre quelconque de points du type  C (f, h, i contiennent
alors des termes non nuls d'indices  1,  si  PI, P, , sont deux points de
fluage agissant l'un sur l'autre: cas, par exemple, des vibrations trans-
versales d'un barreau en train de fluer par flexion).

18. CONCLUSION

Le système (40) se préte aux mémes normalisations et simplifications
que le système (12), ce qui permet d'étudier notamment la stabilité de ses
solutions. Nous ne le ferons pas ici, notre but étant simplement de montrer
comment l'étude classique des vibrations d'une structure par la méthode
matricielle peut s'étendre au cas où celle-ci subit un fluage secondaire
dans la direction des vibrations. Les cpnsidérations théariques qui pré-
cèdent, et surtout la relation simplifiée (33), demandent à étre soumises
au contrôle de l'expérience. Il n'est pas interdit de penser qu'elles pourront
jouer un rôle en aéronautique on l'on calcule maintenant la résistance de
certains engins "à courte vie" en tolérant le possibilité d'un fluage limité
en service.
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